= OSTBAYERISCHE
\) | = TECHNISCHE HOCHSCHULE
REGENSBURG

BACHELORARBEIT

Simon Schindler

Anwendung und Vergleich verschiedener
nichtlinearer Optimierungsalgorithmen
fur die optimale Steuerung von
Galvanometer-Spiegel Systemen

2. April 2024

Fakultat:
Studiengang:
Abgabefrist:
Betreuung:

Zweitbegutachtung:

Externe Betreuung:

Elektro- und Informationstechnik

B.Eng. Elektro- und Informationstechnik
15. September 2020

Prof. Dr. Hans Meier

Prof. Dr. Norbert Balbierer

M.Sc. Bernhard Kiesbauer



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 5

2. Hard- und Softwareumgebung 7
2.1. Hardware . . . . . . . . . e e e e e e 7
2.2.Software . . .. e e 8

3. Der optimale Steuervektor 9
3.1. Dead Beat LOsung . . . . . . . . . e 10
3.2. Least Squares LOosung . . . . . . . ... e e 11
3.3. Minimax Losung . . . . . . . .. e e e 13

4. Grundlagen statischer, nichtlinearer Optimierung ohne Neben-

bedingungen 16
4.1. Struktur von statischen Optimierungsproblemen . . . . .. ... .. 16
4.2. Optimalitatsbedingungen . . . . . . . . . ... ... L. 17
4.2.1. Notwendige Optimalitatsbedingung erster Ordnung . . . . . . 18
4.2.2. Notwendige Optimalitatsbedingung zweiter Ordnung . . . . . 18
4.2.3. Hinreichende Optimalitatsbedinungen . . . . ... ... ... 19

4.3. Hinreichende Abstiegsbedingung . . . . . . . .. ... ... ..... 19
4.4. Abbruchbedingung . . . . . . . ... 20
4.5. Algorithmische Grundstruktur . . . . . . . .. .. ... ... ..... 20
5. Wahl der Kostenfunktion 22
5.1. Approximation der max-Funktion . . . ... ... ... ... ... .. 22
5.1.1. Exponential Penalty Function . . . . . . ... ... ... .... 23
5.1.2. Gradient . . . . .. 24

5.2. Kostenfunktion . . . . . . . ... . ... 24
5.2.1. Approximation der Betragsfunktion . . . . .. ... ... ... 26
5.2.2. Umformulierung des Kostenfunktionals . . . . . ... ... .. 28
5.2.3. Vergleich Rechenzeiten . . . . . . . ... ... ... .. .... 29

5.3. Prazisionsanpassung . . . . . . . . i i i e e e e e e e 30
6. Auswahl der Optimierungsalgorithmen 33
6.1. Verfahren des steilsten Abstiegs . . . . . . . . . ... ... ...... 33
6.2. Verfahren der konjugierten Gradienten . . . . . . . . ... ... ... 38
6.3. Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Verfahren . . . . . . . . ... .. 42



Inhaltsverzeichnis

7. Vergleich der Algorithmen 46
7.1. Versuchsaufbau und -durchfihrung . . . . . . ... . ... ...... 46
7.2. Ergebnisse . . . . . 46
7.3. Auswertung und Folgerungen . . . . . . . ... ... L. 49

7.3.1. Robustheit . . . . . ... .. ... 49
7.3.2. Laufzeit . . . . . . 49
7.3.3. Endergebnis . . . . ... oo 50
7.3.4. Empfehlungen und Verbesserungsvorschlage . . ... .. .. 50

8. Fazit 52

A. Modelle 53
Al.Modell 1 . . . . . . . e 53
A2.Modell2 . . . . . 53

B. Implementierung 55






1. Einleitung

Aufgrund ihrer hohen Prazision und Prozessgeschwindigkeit spielen Laser unter
anderem in der Materialbearbeitung, der additiven Fertigung und auch in der Me-
dizintechnik eine wichtige Rolle. Zur korrekten Positionierung und Fokussierung
von Laserstrahlen werden dabei Laserscankopfe, wie sie die Fa. Arges entwickelt
und fertigt, eingesetzt. In diesen sorgen auf Galvanometern montierte Spiegel
fur die geforderte Umlenkung des Lasers. Um eine zu jedem Zeitpunkt moglichst
geringe Abweichung der Position des Laserstrahls von seiner geforderten Posi-
tion zu erreichen und dabei eine hohe Dynamik zu bewahren, eignet sich der
Einsatz digitaler Regelungssysteme. Fur diese ist eine exakte Modellierung der
Galvanometer-Spiegel Systeme von groBem Vorteil. In verschiedenen Verfahren
zur Systemidentifikation werden wahrend der Produktion jedes Laserscankop-
fes die relevanten Modellparameter ermittelt und ein mathematisches Modell
erstellt. Oftmals mussen die Systeme dabei mdglichst schnelle Springe durch-
fuhren. Da die Ansteuerungselektronik der Galvanometer nicht unbegrenzt hohe
Spannungen und Strome liefern kann, ist es nétig, das Steuersignal zu optimie-
ren, um die maximalen auftretenden Spannungen und Stréme zu minimieren. Ein
solcher Minimax Sprung, so schnell wie moéglich und die Systemgrenzen maximal
ausreizend, zeigt die elektromechanischen Grenzen des Gesamtsystems auf und
findet damit Anwendung sowohl bei der Bewertung der implementierten digita-
len Regelungsalgorithmen als auch bei der Beurteilung der Systemdynamik.
Des Weiteren kann auch die Modellqualitat durch Anwendung dieser auf Basis
des Modells berechneten Sprunge evaluiert werden, indem nur das Steuersignal
angelegt und auf eine Regelung verzichtet wird. Der Fehler zwischen Soll- und
Ist-Zustand wahrend und nach dem Sprung kann Aufschluss Uber etwaige Mo-
dellierungsfehler geben.

Zu guter Letzt kbnnen aus den ,minimax“-Sprungen auch optimale Koeffizienten
zur digitalen Signalverarbeitung im Regelungssystem berechnet werden.

Die Kalkulation dieser Sprunge erfolgt dabei in Matlab und ist deshalb nur auf
Rechnern mit einer entsprechenden Lizenz maglich.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein mdéglichst robuster und effizienter Algorithmus
zur statischen, nichtlinearen Optimierung des Steuersignal in der Programmier-
sprache C auf einem ARM-Cortex-M7 Microcontroller implementiert werden.
Dies dient dem Zweck, eine lizenzunabhangige Erstellung der Springe auf ei-
nem Microcontroller zu ermdéglichen und dabei die dafur bendtigte Rechenzeit zu
ermitteln. Somit kann Aufschluss dartber gegeben werden, ob die Filterkoeffizi-
enten auch im laufenden Betrieb aktualisiert werden kdonnten.



1. Einleitung

Diese Arbeit verfolgt in erster Linie das Ziel, eine zur Optimierung des Steuer-
signals durch die Matlabfunktion ,fminimax“ equivalente Implementierung zu
erstellen. Weniger liegt eine dynamische Optimierung von Steuersignalen zur
Laufzeit im Fokus, weshalb sich die Arbeit bewusst ausschlieRlich mit statischen
Optimierungsverfahren beschaftigt.

Struktur der Arbeit

Die grundsatzliche Vorgehensweise zur Bearbeitung und Lésung von Optimie-
rungsproblemen stellen Papageorgiou et al. in [8] durch Abbildung 1 dar. Dieser
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technische
Aufgabenstellung

Formalisierung

A

mathematisches rechnergestitzte
Optimierungsproblem Lésung

Transformation

analytische
Lésung
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Abbildung 1: Vorgehensweise zur Losung von Optimierungsproblemen aus [8]

Vorgehensweise folgend, fuhrt Kapitel 3 zunachst Uber die Idee fur die Berech-
nung des optimalen Sprungs zur technischen Aufgabenstellung hin und forma-
lisiert im ersten Ansatz schon ein mathematisches Optimierungsproblem. An-
schlieBend wird in Kapitel 4 zur Vollstandigkeit und besseren Verstandlichkeit
der Arbeit auf die Theorie der nichtlinearen Optimierung eingegangen. Darauf
folgend wird in Kapitel 5 der erste Ansatz fur das mathematisch beschriebene
Optimierungsproblem in eine passende Kostenfunktion umgewandelt und weite-
re Aspekte fur den Optimierungsalgorithmus eruiert. Schliel8lich werden in Ka-
pitel 6 verschiedene Algorithmen zur rechnergestutzten Losung erlautert und
angepasst. Im letzten Kaptitel 7 werden sie auf dem Microcontroller miteinan-
der verglichen. Die aus diesem Vergleich entstehenden Ergebnisse sollen als An-
haltspunkt fur zuklnftige Arbeiten mit den Optimierungsalgorithmen auf dem
verwendeten Microcontroller dienen. AuBerdem wird in Kapitel 2 kurz auf die fur
diese Arbeit verwendete Hard- und Software eingegangen.



2. Hard- und Softwareumgebung

2.1. Hardware

In dieser Arbeit werden alle Versuche zu Implementierungen in C auf dem Ent-
wicklungsboard NUCLEO-H755ZI-Q durchgefuhrt. Dieses verfugt mit dem STM32-
H755Z1 sowohl Uber einen ARM-M4 als auch Uber einen ARM-M7 Rechenkern,
wobei ausschliellich letzterer aufgrund seiner héheren maximalen Taktrate von
480 MHz und seiner 64-bit FlieBkomma-Recheneinheit genutzt wird. Die Messun-
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Abbildung 2: NUCLEO-H755ZI-Q Board

gen von Rechenzeiten erfolgen dabei durch Nutzung des General-Purpose-Timers
TIM2 mit einer Messungenauigkeit < 1us.

Der auf dem Entwicklungsboard integrierte zweite ARM-Prozessor STM32F723
fungiert als Programmierschnittstelle, als Debugger und als virtual COM-Port.
Uber die USB-Schnittstelle eines PCs werden dem Board 5 V und max. 0.5 A be-
reitgestellt, wobei der STM32H755ZI Uber einen Low-Dropout Regler mit 3.3 V
Betriebsspannung versorgt wird.



2. Hard- und Softwareumgebung

2.2. Software

Als Entwicklungsumgebung fur den Microcontroller wird die auf Eclipse basieren-
de STMCubelDE, zum Kompilieren und Linken des Codes GNU GCC verwendet.
Neben C in VS Code wird flr die konzeptionellen Implementierungen der Algo-
rithmen, sowie fur die Systemsimulation der Galvanometer Matlab verwendet.



3. Der optimale Steuervektor

Die zugrundeliegende Idee zur Berechnung des optimalen Steuersignals flr einen
Sprung beschreibt Christian Reil in [1], verfolgt sie jedoch nicht weiter. Jene Idee
wird in dieser Arbeit wieder aufgegriffen und fur eine bessere Verstandlichkeit
und Vollstandigkeit im folgenden Kapitel erdrtert.

Die Systembetrachtung erfolgt dabei in der diskreten Zustandsraumdarstellung:

Z(k+1) = AZ(k) + Bu(k) (1)
y(k) = CZ(k) + Du(k) (2)

Z(k) entspricht dem Systemzustand zum Abtastzeitpunkt k. Gleichung (1) be-
schreibt die Entwicklung des Zustandes #(k) zum Zustand Z(k+ 1), abhangig von
der Systemmatrix A und dem mit B gewichteten Eingangssignal u(k) zum Ab-
tastzeitpunkt k.

Der Ausgangsvektor (k) bildet sich aus dem Systemzustand Z(k), gewichtet mit
der Ausgansmatrix C' und, falls das System sprungfahig ist, dem Eingangssignal
u(k), gewichtet mit der Durchgangsmatrix D.

Zur Berechnung eines optimalen StellgréBenverlaufs ist zunachst ein Stellsignal
@ = [u(0),u(1),...,u(N — 1)]T gesucht, mit dem das SISO System der Ordnung m
von einem Ausgangszustand #(0) zu einem Endzustand Z(/N) gebracht werden
kann.

Der Endzustand #(/NV) zum Abtastzeitpunkt N kann durch eine Iteration der Zu-
standsgleichung (1), ausgehend von dem Zustand z; = #(0) und dem Eingangs-
signal @ = [u(0),u(1),...,u(N — 1)]*, bestimmt werden:

Z(1) = Azg  + Bu(0)
7#(2) = A%5y  + ABu(0) + Bu(1)
#(3) = A2+ A?Bu(0) + ABu(1) +  Bu(2)
F(N)= ANz + AN Bu(0) + ANT2Bu(1) +
+ ABu(N —2) + Bu(N — 1) (3)



3. Der optimale Steuervektor

Die letzte Iteration kann auch in Summenschreibweise durch die Bewegungsglei-
chung der diskreten Zustandsraumdarstellung dargestellt werden:

N-1
E(N) = ANz + > A"Bu(N — 1 —n) (4)
n=0

Durch Zuhilfenahme der Matrix Qy = [AN"1B, AN=2B, ..., A2B, AB, B] ist eine
Schreibweise der Bewegungsgleichung auch in Matrixnotation madglich:

F(N) = ANy + Qui (5)

3.1. Dead Beat Losung

Bei () handelt es sich im Falle N = m um die Steuerbarkeitsmatrix des Systems.
Istihr Rang maximal, rg(Qx) = N, und die Matrix damit regular, also invertierbar,
gilt das System nach dem Steuerbarkeitskriterium von Kalman als vollstandig
steuerbar [7]. Unter der vereinfachenden Annahme z3 = 0 gilt in diesem Fall:

Z(N =m) = Quit
QVE(N) = (6)

Bei der aus (6) berechneten StellgrofSe u handelt es sich um die sog. Dead Beat
Losung. Derartige Dead Beat Losungen finden z.B. in der Prozesssteuerung An-
wendung. Ein entscheidender Nachteil dabei ist jedoch, dass die StellgréfSe teil-
weise nicht realisierbare Amplituden annimmt.

In Abbildung 3 ist eine Simulation der Dead Beat Lésung fur das Modell der Ord-
nung m = 3 (Modell: A.1) eines Galvanometer-Spiegel Systems bei einer Abta-
strate von 20 kHz zu sehen. Innerhalb der ersten drei Samples fuhrt das System
einen Sprung der Hohe 1° durch. Die dafur maximal bendtigte Spannung betrage
jedoch ca. 20,6 kV, der dabei maximal flieBende Strom ca. 3 kA. Naturlich sind
derartig groBe Werte durch die eingesetzte Treiberelektronik nicht realisierbar.
Aullerdem ist fraglich, ob das System die bei einer solch hohen Beschleunigung
auftretenden Krafte aushalten wurde.

Um die maximal benétigte Spannung zu verringern, muss deshalb entweder die
Sprunghohe verringert werden oder der Sprung innerhalb einer groRBeren Zeit-
spanne, also innerhalb mehrerer Samples (N > m), erfolgen.
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3.2. Least Squares Lésung
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Abbildung 3: Dead Beat Losung

3.2. Least Squares Losung

Soll ein Sprung uber eine langere Zeitspanne und damit uber mehr Samples (N >
m) ausgefuhrt werden, existiert ein ganzer Raum an maoglichen Steuervektoren
i, um das unterbestimmte m x N Gleichungssystem

(N >m) = Qyil (7)

zu erfullen, weiterhin unter der Annahme 7y = 0.
Eine Mdglichkeit stellt die Least Squares Lésung (LS Losung) dar:

Z(N) = Qntrs (8)
Diese minimiert das Funktional:
Iy = |QnT — Z(N)|? (9)

Erweitert man (7) um Q% und 16st nach @ auf, erhalt man eine Beschreibung der
StellgroBe s durch das N x N Gleichungssystem:

QnQniiLs = QNT(N) (10)

11



3. Der optimale Steuervektor

irg ist durch (10) eindeutig bestimmbar, falls die Spalten von Q5 voneinander
linear unabhangig sind und damit die resultierende N x N Matrix Q4 Qy inver-
tierbar ist:

trs = (QNQN) ' QRE(N) (11)

Anderenfalls kann s auch Gber Q};, die Moore Penrose Pseudoinverse von Qy,
bestimmt werden:

iins = QLT(N) (12)
mit Qf, = UD~ 'V’ (13)

Wobei man U,V und D durch die Singularwertzerlegung von )y erzeugt. Ab-
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Abbildung 4: Least Squares Lésung

bildung 4 zeigt einen Uber die Moore Penrose Inverse berechneten Sprung des
selben Systems wie in 3.1 (Modell: A.1) und der Sprunghohe 1° innerhalb von 30
Samples mit einer Abtastrate von 20kHz. Die dabei maximal bendtigte Spannung
betragt 33,32 V und der maximal benétigte Strom 20,75 A. Diese Werte liegen
innerhalb der Systemschranken der bei Arges ublicherweise verbauten Treiber-
elektronik. Ein derartiger Sprung ware folglich realisierbar.

12



3.3. Minimax Lésung

3.3. Minimax Losung

Das in 3.2 beschriebene Eingangssignal @, s der Lange N kann flr die Suche nach
einem optimalen Steuervektor i,, verwendet werden, wobei ,, aus folgender
Gleichung entsteht:

ﬁopt = ﬁLS + Zﬁvar (14)

Bei Z € RV*(W=m) handelt es sich um den Nullraum von Q. Eine Variation von
Uyar € RY™™ &ndert deshalb nichts an dem Endzustand #(N), da gilt:

QnZ =0

QN Ztyar =0 (15)
mit (15) in (8) Quiins + Qn Zitver — Z(N) + 0

Qn(tps + Ziiyar) = T(N)

QNUopt = T(N) (16)

Ziel der Optimierung durch Variation von ,,, ist eine Minimierung der maxima-
len Amplitude einer ausgewahlten, im System auftretenden Gré8e (z.B. Strom,
Spannung oder Winkelbeschleunigung).

Das dabei zu l6sende Minimax Problem kann folgendermafRen beschrieben wer-
den:

ﬁvuTI-Iel[}&l;lvim w (UUGT) ’

mit ¢ : RN~ — R definiert durch
w(uvar) = rl?ealg(fk(uvar) (17)

Die Abbildungen f;, : RY "™ - R k € K =[1,2,3..., N — 1, N| beschreiben die Be-
trége der durch das Eingangssignal i,,; auftretenden Amplituden der zu minimie-
renden GroBe. In der Simulation zu Abbildung 5 wurde als solche die Stellgréie
Uopt, also die am Galvanometer anliegende Spannung gewahlt:

Je(Uvar) = lursk + (Zh.1, 25,25 o) 2o, N—m—1> 2k, N—m)Uvar| (18)
urs
Urs N

13



3. Der optimale Steuervektor
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Abbildung 5: Minimax Losung

Abbildung 5 zeigt die auf Basis der Least Squares Losung aus 3.2 berechnete Mi-
nimax Losung. Es ist deutlich erkennbar, dass die maximal benétigte Spannung
der Minimax Losung (orange) mit 20,89 V niedriger ist als die der LS Lésung (blau)
mit 33,32 V. Zur Berechnung von i, wurde dabei die in der Optimization Toolbox
enthaltene Matlab-Funktion ,fminimax“ benutzt.
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3.3. Minimax Lésung
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Abbildung 6: Minimax Losung in kirzerer Zeit bei gleicher Maximalspannung

In Abbildung 6 ist ein weiterer Minimax Sprung im Vergleich zu der Least Squa-
res Losung zu sehen. In diesem Fall wurde der Sprung durch ,fminimax"derart
optimiert, dass er bei annahernd gleicher Maximalspannung in 16,66 % weni-
ger Zeit als der Least Squares Sprung durchgeflhrt werden kann. Die vertikalen,
schwarzen Striche markieren hierbei das Vollenden des jeweiligen Sprungs.
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4. Grundlagen statischer, nichtlinearer Optimierung ohne Nebenbedingungen

4. Grundlagen statischer, nichtlinearer
Optimierung ohne Nebenbedingungen

In diesem Kapitel werden die fur diese Arbeit relevanten Grundlagen der sta-
tischen, nichtlinearen Optimierung ohne Nebenbedingungen erortert. Zunachst
wird auf die Grundstruktur von Problemstellungen eingegangen, welche sich un-
ter Zuhilfenahme von Optimierungsverfahren I6sen lassen. Darauf folgend wer-
den die fur ein Optimum notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die fur
einen Iterationsschritt hinreichenden Abstiegsbedingungen und die flur den Algo-
rithmus relevanten Abbruchbedingungen beleuchtet. AuBRerdem wird ein kurzer
Uberblick Uber die algorithmische Grundstruktur der in dieser Arbeit verwende-
ten numerischen, nichtlinearen Optimierungsverfahren gegeben.

4.1. Struktur von statischen Optimierungsproblemen

Aus mathematischer Sicht ist die Optimierung eine Minimierung oder Maximie-
rung einer Funktion, deren Variablen gewissen Einschrankungen unterliegen [9].
Allgemein lasst sich die Problemstellung dabei folgendermalen formulieren:

min (), mit: f(Z) : R" > R (20)

IHSING

unter Berlcksichtigung der Gleichungsnebenbedingungen

c(¥)=0,ceR™ (21)
und der Ungleichungsnebenbedingungen

h(Z) <0, h e RY (22)

Bei f(Z) handelt es sich um die sog. Kostenfunktion (bei Maximierung auch Gute-
funktion genannt). Im Allgemeinen muss die Wahl des Punktes Z die Gleichungs-
und Ungleichungsnebenbedingungen erfullen.

Das in dieser Arbeit behandelte Optimierungsproblem besitzt jedoch keine Ne-
benbedingungen, weshalb es sich allein durch (20) beschreiben lasst. Diese Tat-
sache verringert die Komplexitat der einsetzbaren Optimierungsverfahren we-
sentlich. Im Vergleich zu den entsprechenden Verfahren fur die nichtlineare Op-
timierung mit Nebenbedingungen sind diese Verfahren einfacher zu verstehen,

16



4.2. Optimalitatsbedingungen

zu implementieren und anzuwenden.

4.2. Optimalitatsbedingungen

Bei der Suche nach der Lésung des vorliegenden Optimierungsproblems ist ei-
ne klare Definition fur ein Optimum notwendig. Im Folgenden wird der Begriff
Minimum statt Optimum verwendet, da von einem Minimierungsproblem ausge-
gangen wird.

Dabei ist zwischen lokalen, strikten lokalen und globalen Minima zu unterschei-
den: Ein lokales Minimum an einem Punkt * erfillt die Bedingung, dass in der
hinreichend kleinen Nachbarschaft N von z* gilt:

f(@) < f(¥) furallex e N (23)

Ein striktes lokales Minimum an einem Punkt z* erflllt die Bedingung, dass in der
hinreichend kleinen Nachbarschaft N von z* gilt:

f(@) < f(Z) fur alle 7 € N (24)
Ein globales Minimum an einem Punkt 2% erflllt die Bedingung, dass gilt:
f(@) < f(Z) fur alle # € R (25)

Da man bei der Suche jedoch nur tber lokale Informationen Uber f(Z) verfugt, ist
es schwierig, ein globales Minimum mit Sicherheit zu bestimmen. Eine Ausnah-
me hierbei liegt vor, falls es sich bei f(Z) um eine konvexe Funktion handelt. Bei
einer konvexen Funktion ist jedes lokale Minimum gleichzeitig auch ein globales
Minimum [9].

Um ein lokales Minimum als solches zu identifizieren und die weitere Suche damit
abbrechen zu kdnnen, ohne alle Punkte in dessen hinreichend kleinen naheren
Umgebung zu untersuchen, ist es notig, es auf die hinreichenden Optimalitats-
kriterien hin zu prufen [9].

Ist die Funktion f(Z) an der Stelle ©* zweimal stetig differenzierbar, so kann man
sie an dieser Stelle zu einer Taylorreihe entwickeln, woraus sich die notwendigen
und die hinreichenden Optimalitatsbedingungen ergeben:

F@E +67) = F(F) + V)08 + 0V RE)0E+O(I6f)  (26)

17



4. Grundlagen statischer, nichtlinearer Optimierung ohne Nebenbedingungen

4.2.1. Notwendige Optimalitatsbedingung erster Ordnung

An einem lokalen Minimum x* gilt fir alle hinreichend kleinen )% eingesetzt in
(23):

) (27)
>0 (28)

Stellt man die Taylorreihe (26) um
f(&* +0%) — f(2*) = Vf(@) 6z + %MTVQf(:E”*)chJr O(||6z]*) (29)
und setzt (28) darin ein, ergibt sich folgende Ungleichung:
V(@) ox + %(SfTV?f(a}”“)(S:H O(||6z|>) > 0 (30)

Da in einer Taylorreihe fir sehr kleine 5 der Term der ersten Ableitung V f(7*)1 62
uberwiegt, gilt:
V@) ez >0 (31)

Dies gilt an dem lokalen Minimum fUr alle 02, woraus die auch oft als Stationar-
bedingung bezeichnete notwendige Bedingung erster Ordung folgt:

Vi(#F) =0 (32)

Im eindimensionalen Fall wirde das einer Steigung von 0 am Punkt z* entspre-
chen.

4.2.2. Notwendige Optimalitatsbedingung zweiter Ordnung

Die notwendige Bedingung erster Ordnung ist auch fur Maxima und Sattelpunkte
erfullt. An einem lokalen Minimum hingegen gilt jedoch auch die notwendige
Bedingung zweiter Ordnung.
Ist (32) erfullt, muss gelten:

1
SOF V2 (& 4 02)0% + O(||62]*) > 0 (33)
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4.3. Hinreichende Abstiegsbedingung

In diesem Fall dominiert der Term der zweiten Ableitung %65Tv2f(f*)5f gegen-
Uber dem Restglied O(||6Z||*), woraus folgt:

1
§5fTv2 f(#)57 >0 (34)

Um dies fir jedes 6% zu garantieren, muss die Hessematrix V2 f(#*) positiv semi-
definit sein. Es muss also die notwendige Bedingung zweiter Ordnung gelten:

V2F(7) > 0 (35)

Im eindimensionalen Fall wirde dies einer Kriummung > 0 entsprechen.

4.2.3. Hinreichende Optimalitatsbedinungen

Sind die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster und zweiter Ordnung an
einem Punkt erfullt, impliziert dies nicht, dass es sich bei diesem Punkt um ein
striktes lokales Minimum handelt. Um dies garantieren zu kénnen, mussen die
hinreichenden Optimalitatsbedingungen erfullt sein. Diese ergeben sich analog
zu 4.2.1 und 4.2.2.

Bei einem Punkt ©* handelt es sich mit Sicherheit um ein lokales Minimum der
Funktion f(z*), falls gilt:

V@) =0 (36)
V2f(T*) >0 (37)

4.3. Hinreichende Abstiegsbedingung

Ein Schritt in Richtung d: der Schrittweite Bd: vom Punkt Z; fuhrt zu einem Abstieg,
wenn gilt:

f(@+ 8d) < f(Z) (38)
Um dies gewahrleisten zu kbnnen, muss die hinreichende Abstiegsbedingung er-
fullt sein [8]. Diese sagt aus, dass das Skalarprodukt aus der Suchrichtung dund

dem Gradienten der Kostenfunktion V f(Z;) negativ sein muss.

dVf(Z) <0 (39)
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4. Grundlagen statischer, nichtlinearer Optimierung ohne Nebenbedingungen

Anschaulich interpretiert, muss der Winkel zwischen dem Gradienten und der
Abstiegsrichtung stumpf sein.

4.4. Abbruchbedingung

Die in dieser Arbeit angewandten Algorithmen brechen ihre Suche ab, falls an
einem Punkt 7* die folgende Abbruchbedingung erfullt ist:

IVF@E)|] < e (40)

Diese leitet sich ab aus der hinreichenden Optimalitatsbedingung erster Ordnung
(36). Da es aufgrund der endlichen Rechengenauigkeiten des jeweiligen Prozes-
sors sehr unwahrscheinlich ist, dass der Gradient der Kostenfunktion genau 0 ist,
wird gepruft, ob dessen Betrag die Toleranzgrenze ¢ unterschreitet.

4.5. Algorithmische Grundstruktur

Manche Optimierungsprobleme lassen sich mithilfe der Optimalitatsbedingun-
gen analytisch I6sen. Da dies in vielen Fallen jedoch nicht moéglich ist, missen
numerische Optimierungsverfahren angewendet werden.

Die grundsatzliche Vorgehensweise der in dieser Arbeit verwendeten Algorith-
men lasst sich in folgende Schritte zusammenfassen:

1. Wahl eines Startpunktes %, i =0
2. Bestimmen der Suchrichtung d durch eine Subroutine
3. Bestimmen der Schrittweite 5 durch ein Liniensuchverfahren
4. Setzenvon 7, = T; + Bcfund 1=1+1
5. Prufen auf Abbruchsbedingungen
a) Falls erfullt: Beenden der Suche

b) Falls nicht erfullt: Weitere lteration ab Schritt 2
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4.5. Algorithmische Grundstruktur

Durch ihre iterative Vorgehensweise nahern sich die Optimierungsalgorithmen
schrittweise einem Optimum an. Dabei wird von jedem Schritt gefordert:

(@) < f(7) (41)

Die in Kapitel 6 behandelten Algorithmen unterscheiden sich im Wesentlichen
nur in der Bestimmung der Suchrichtung und der Art des jeweils eingesetzten
Liniensuchverfahrens zur Festlegung der Schrittweite.
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5. Wahl der Kostenfunktion

5. Wahl der Kostenfunktion

Um bei der Berechnung des optimalen Eingangssignals auf dem eingesetzten
Microcontroller zu gleichwertigen oder sogar besseren Ergebnissen zu kommen,
wie durch die Anwendung der Matlab Funktion ,,fminimax“, gilt es, eine maoglichst
schnell berechenbare Kostenfunktion flr das bestehende Problem zu formulieren.
Im folgenden Kapitel werden verschiedenen Aspekte der Kostenfunktion behan-
delt. Dabei wird zunachst auf die Approximation der max-Funktion und der Be-
tragsfunktion fur die Wahl der Kostenfunktion eingegangen. Anschliefend wird
das zugrundeliegende Prinzip zur Anpassung der Prazision der sog. ,exponential
penalty function” innerhalb der Kostenfunktion erlautert.

5.1. Approximation der max-Funktion

Viele Optimierungsalgorithmen nutzen in unterschiedlicher Weise die erste oder
auch die zweite Ableitung des Kostenfunktionals in Form von Gradienten, par-
tiellen Ableitungen und der Hessematrix. Um diese an jedem Punkt berechnen
zu kénnen, muss das Kostenfunktional zweifach stetig differenzierbar sein. Die
partiellen Ableitungen des zu minimierenden Funktionals maxje(i 2.3..... N] fr(x) sind
jedoch unstetig an allen Punkten, an denen zwei oder mehr Funktionen f,(z) den
gleichen Funktionswert wie maxycpi 23, 8] fi(2) haben.

Wie in Abbildung 7 beispielhaft anhand von Sinus und Cosinus gezeigt befinden

Minima des Maximums der Betrage von sinus(x) und cos(x)
1 - — — — —

~ p N e N / N /
\ / N\ / \ / N\ /
\ / \ / \ / \ /
L N/ \ / ./ \/
0.8 \ / \ / \ / \ /
0.6
0.4r
[sin(x)]
02 lcos(x)|
max(|sin(x)|,|cos(x)|)
0 Minima von max(|sin(x)|,|cos(x)|)
0
0 pi/2 pi 3/2*pi 2*pi

Abbildung 7: Minima des Maximums der Betrage von sinus(x) und cos(x)
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5.1. Approximation der max-Funktion

sich die Minima des Maximums der Betrage mehrerer Funktionen stets an diesen
Unstetigkeitsstellen.

5.1.1. Exponential Penalty Function

Um eine Berechnung der ersten und zweiten Ableitung des Funktionals an jedem
Punkt zu ermdglichen, muss dieses durch eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion approximiert werden. Eine gangige Methode hierfur ist die Verwendung
der sog. ,exponential penalty function” [12][6][10].

N
Foppr(,p) = 1/pIn Y~ exp(pfi()) (42)
k=1

fappr( ap> nmax fk(x)

kel1,2,3,...,N]

Der Prazisionsparameter p > 0 kann dabei in unterschiedlicher Art und Weise an-
gepasst werden, um z.B. bei einem Gradientenverfahren einen steileren Abstieg
und damit eine groBere Schrittweite sicherzustellen oder auch, um die GrofSe
von Zwischenergebnissen einzuschranken und damit Floating Point Overflows zu
vermeiden. Genauer wird darauf in 5.3 eingegangen. Durch die Verwendung der

f1(x) = 2x, f2(x) = -5x

-4 H—f1(x) =2x
—f2(x) = -5x
maxAppr(x,p) p = 0.1
——-maxAppr(x,p) p=0.2
-6 H maxAppr(x,p) p = 0.3
maxAppr(x,p) p = 0.5
———maxAppr(x,p) p = 1
— — —maxAppr(x, p) p=2

-8 ! !
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 8: Approximation von maxz(f1(z), f2(x)) durch die ,exponential penal-
ty function”
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5. Wahl der Kostenfunktion

Exponentialfuntion Uberwiegt der grote der Funktionswerte fy(x) deutlich.
Abbildung 8 zeigt die ,exponential penalty function” angewandt auf zwei lineare
Funktionen nahe einer Sprungstelle. Es ist deutlich erkennbar, dass die , expo-
nential penalty function“ naher an der ,max Funktion” liegt, je groBer p gewahlt
wird.

li appr \4» = 43
Jim fop, (,p) e fr() (43)

5.1.2. Gradient

Der Gradient der Approximationsfunktion V f,,,.(x, p) ergibt sich aus der Summe
aller Gradienten der evaluierten Funktionen V fi(z), jeweils gewichtet mit dem
Anteil ax(z, p) des exponentierten Funktionswertes f;(x) an der Summe aller ex-
ponentierten Funktionswerte:

N
vfappr X p = Zak x,p ka ) (44)
k=1
N
a(z,p) = exp(pfi(z))/ () exp(pfu(z (45)
k=1

Wie in Abbildung 9 zu sehen ist, ist der Anstieg des approximierten Gradienten
um die Sprungstelle von V max(f1(x), f2(x)) steiler, je groBer p gewahlt wird.

5.2. Kostenfunktion

Um das vorliegende nichtlineare Optimierungsproblem moglichst effizient mit
verschiedenen Optimierungsalgorithmen l6sen zu kénnen, gilt es, eine passen-
de Kostenfunktion zu formulieren. Da diese bei allen vorhandenen Algorithmen
in jeder Iteration berechnet werden muss, tragt die Berechnungsdauer der Kos-
tenfunktion einen signifikanten Teil zur gesamten Laufzeit der Algorithmen bei.
Weil manche Algorithmen den Gradienten der Kostenfunktion ausnutzen, muss
auch dieser so schnell wie moglich berechnet werden kénnen.

Das fur weitere Uberlegungen zugrundeliegende Kostenfunktional wurde bereits
in 3.3 durch (17) beschrieben, wird jedoch zur einfacheren Lesbarkeit hier noch
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5.2. Kostenfunktion

f1(x) = 2x, f2(x) = -5x

— Vmax(f1(x),f2(x))
2 H- — - VmaxAppr(
VmaxAppr(

—— - VmaxAppr(
VmaxAppr(
(

(

X
X,p) p =

X,p) p =

X,p) p = /
XP)P=0

xp)p=1 !
—— - VmaxAppr(x,p) p = 2

| | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 9: Approximation von V max(f1(z), f2(z)) durch die ,,exponential pen-
alty function”

einmal aufgefuhrt.
Y :RY 5 R
¢(uvar) - Il?ealg'i fk(uvar)

mit f, :RY™™ >R ke K =[1,2,3..., N — 1, N]

fk:(avar) = |ULS,k + (zk71azk72a vy Rk, N—m—1, zk,N—m)ﬁvar| (46)
Uurs,2
und ﬁLS =
Urs N

Da die Optimierung des Steuervektors u,,; = Urs+Zu,q, als Ziel eine Minimierung
der maximalen Amplitude, also des maximalen Betrags von u,,, hat, bestimmt
fr(@yar) den Betrag von i, .. Die Verwendung der Betragsfunktion fihrt jedoch
dazu, dass fi(u,q-) nicht zweifach stetig differenzierbar ist.

Im Folgenden werden zur Losung dieses Problems zwei Moglichkeiten vorgestellt
und verglichen.
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5. Wahl der Kostenfunktion

5.2.1. Approximation der Betragsfunktion

Die Betragsfunktion f(z) = |z| kann durch die zweifach stetig differenzierbare
Funktion fus(z,a) = v 2? + o? angenahert werden, wobei es sich bei « um eine
vernachlassigbar kleine Hilfsvariable handelt. Dabei gilt:

Va4 a? > |z (47)
lin% Va2 +a? = |z (48)
a—

Die Approximation von Gleichung (46) ergibt sich damit zu:

fk:.abs (Uvara a) - \/(uLS,k + (zk,lv Zk:,27 ceey Zk,N—m—la Zk,N—m)ﬂ:var)2 + a2 (49)

= \/(ULSJC + 2k, 1Uvar,1 + Zk,2Uyar,2 + ...+ Zk,N—m—1Upar, N—m—1 + Zk,N—muvar,N—m)2 + 052
(50)

Durch weiteres Umstellen von (50) Iasst sich jede partielle Ableitung dfy aps/dtpar;
miti € [1,2,3,..., N —m — 1, N — m] bestimmen. Zur Veranschaulichung wird im
Folgenden die partielle Ableitung nach w1 hergeleitet:

fk.abs(uvaT> O[) :{<Zk,1uva7",l + (uLS,k + 2k, 2Uyar,2 + ...+ Zk,N—m—1Uyar, N—m—1

1/2
+Zk:,N—muUar,N—m>)2 + 052 }

2 2
:{Zk;’lufuar71 + 2zk,1uvar,1(uLS,k + 2k, 2Uypar,2 + ...+ Zk,N—m—l“var,N—m—l"’
Zk,meuvar,me) + (uLS,k + 2k, 2Uvar,2 + ...+ Zk,mefluvar,mefl—i_

1/2
2 2
Zk,N—muvar,N—m) + }

dfk.abs (Uvara Oé) _ 1
duvar,l fk.abs ('Evara a

2
) {Zk;,luvar,l + Zk:,l(uLS,k + 2k, 2Uyar,2 + ..

+Zk,N—m—1uvar,N—m—1 + Zk’,N—muvar,N—m) }
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5.2. Kostenfunktion

dfk abs (ﬁvar Oé) Zk1
. ) )
= s 2k, 1Uyar,1 + Urs k + 2k, 2Uypar,2 + ...
duvar,l fk.abs (uvar7 CY)
+Zk,N—m—1uvar,N—m—l + Zk,N—muvar,N—m} (51)

dfk.abs(ﬁvara Oé) { (uLS,k + (Zk,l, Zk,2y +o+y Rk, N—m—1, Zk,N—m)ﬁmr } (52)
- — k,l —
du'uar,l fk:ubs (uvm‘u Oé)

Wegen fi.aps(yar, @) > 0 und

hma—>0 fk.abs (ﬁva’m Oé) = |<uLS,k + (Zk,lv Rl,25 o+ Bk, N—m—1, Zk,N—m)ﬁvar| gllt

df (_‘ ) Zk,1 » Wenn (ULS,k + (zk,h Rk,25 ++ey Bk, N—m—1, Zk,N—m)uvar >0
. k.abs\Uvar, & =

lim —————= =470 , wenn (ULS,k =+ (Zk,b Zk,2y +0y Rk, N—m—1, Zk,N—m)uvar =0
a—0 duvar,l

—Zk1 » Wenn (ULS,k + (Zk,la Zk,25 003 RE,N—m—15 Zk,me)uvar <0

(53)

Zur Anschaulichkeit zeigt Abbildung 10 die Approximation von | fx(tya, )| Mit fr(tyer):
R — R und deren erste Ableitung fi.aps(tvar)/duye-. Das Kostenfunktional berech-

us=1,z=2,alpha=1e-10

3 o /

2+ S~ o

1F TN

0 L ~

r fk(uvar) = uIs + Z*uvar

> — = = Approximation von |fk(uvar)|

Approximation von dll‘k(uvar)Vduvar

3 \ \ \ \ \ |

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

u
var

Abbildung 10: Approximation von |f(x)| durch /f(z)? + a?

net sich damit sowohl durch Anwendung der ,exponential penalty function” als
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5. Wahl der Kostenfunktion

auch durch die beschriebene Approximation der Betragsfunktion:

N
fabs(ﬁvara D, a) = 1/p In Z exp(pfk.abs(ﬁvam Oé)) (54)

k=1

mit fk.abs (ﬁvar; Oé) = \/(uLS,k + (Zk,h Zk,2y -y Rk, N—m—1, Zk,N—m)ﬁvar)2 + 052 (55)

Auch der Gradient bildet sich aus beiden Approximationen:

Mz

vfabs uvar7p7 Qg uva’r‘ap vfk abs(uvar7a) (56)
k=1
@k (Tivar, P, @) = exP(p frabs ({var a))/(Z exp (P fr.abs (Toar @))) (57)
k=1

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung %ﬁj’”a) i€[1,2,3,..,N—m—1,N—
m] werden analog zu (53) berechnet. 7

Jede Berechnung von fs(tyar, p) als auch von V fups (-, p) fUhrt durch die Aus-
fuhrung von Logarithmus-, Exponential- und Wurzeloperationen zu einem erheb-
lichen Rechenaufwand. Inwiefern sich dieser auf die gesamte Evaluierung des
Funktionals an einem Punkt auswirkt, wird in 5.2.3 betrachtet.

5.2.2. Umformulierung des Kostenfunktionals

Zum gleichen Endergebnis wie durch die Minimierung des in 5.2.1 beschriebenen
Kostenfunktionals kommt man auch durch die im Folgenden vorgestellte Vorge-
hensweise:

Statt den maximalen Betrag der Samplewerte zu minimieren, wird das Maximum
der Samplewerte sowie das Maximum der Samplewerte multipliziert mit —1 mini-
miert. Somit umgeht man den Rechenaufwand durch die Approximation in 5.2.1.
Ob dies den hinzukommenden Rechenaufwand durch die doppelte Anzahl an zu
evaluierenden Samples rechtfertigt, wird in 5.2.3 untersucht.

. ULsk + (Zh1, 2k,2, s 2k, N—m—1s Zk,N—m ) Upar FUr 1 <k < N
fk.alt (uvar) = 5 .
—1- (unsk + (2k1s 26,2, s 2k, Nem—1, 2k, N—m)Upar) FUr N +1 < k < 2N

(58)
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5.2. Kostenfunktion

Zk,1

Zk,2
furl1 <k <N

Zk,N—m—1

ka:.alt(ﬁvar) = < Zk’N_m) (59)

—Zk,1

—Z2k,2
fur N +1 <k <2N

—Z2k,N—-m—1

_Zk,N—m>

5.2.3. Vergleich Rechenzeiten

Die Berechnungszeiten der beiden Kostenfunktionen fus(tyar, &, p) und fos(tyar, p)
sowie deren Gradienten aus 5.2.1 und 5.2.2 werden im Folgenden ermittelt. Die
Berechnungen finden dabei ausschlieBlich auf dem M7-Kern des STM32H755ZI
unter Verwendung der 64-bit FlieBkommaeinheit und bei der maximalen Taktra-
te von 480 MHz statt. Die zugrundeliegenden Rechenoperationen sind weder auf
den Microcontroller optimiert, noch wurde die Implementierung durch den Com-
piler optimiert (Optimization Level: -00).

Um eine klare Aussage treffen zu kbnnen, welche der beiden Kostenfunktionen
die effizientere ist, wird die Anzahl der Samples N und damit die Grol3e des Null-
raums Z € R¥V*(N=m) yariiert. Des Weiteren werden die zu evaluierenden Punkte
yer durch die Funktion rand() aus der Standartbibliothek math.h zufallig gewahlt.
Die Prazisionsparameter p = 1 und a = 1e — 10 werden dabei nicht variiert.

10 51 us 74 us 139 us 168 us
20 127 us 222 pus 374 us 520 us
30 208 us 360 us 678 us 960 us
50 450 ps 881 us 1562 us 2433 us
100 1426 pus 3179 us 5302 us 9052 us
200 6329 us 16015 us 21357 pus 39012 us
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5. Wahl der Kostenfunktion

4
4 X 10
fabs (ﬁvar)
- falt (dvar)
3r vfabs (ﬁvar)
-_— vfalt(ﬁuar>

T | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Anzahl der Samples N

Berechnungszeit der Funktionen in s

Abbildung 11: Vergleich der Berechnungszeiten der Kostenfunktionen aus 5.2.1
und 5.2.2

Aus den gemessenen Werten ist ersichtlich, dass die Kostenfunktion fus(@yar, @, p)
aus 5.2.1 sowie deren Gradient deutlich schneller berechnet werden als die Va-
riante der Kostenfunktion aus 5.2.2.

Des Weiteren wird deutlich, dass die Berechnungsdauer exponentiell mit der An-
zahl der Samples N steigt. Dies ist auf die exponentielle VergrolRerung des Null-
raums Z € RV*N=m) zyriickzufiihren. Zum einen miissen mit steigender Anzahl
an Samples mehr Teilfunktionen fi (@, ),k € K = [1,2,3...,N — 1, N| evaluiert
werden, zum anderen steigt mit der Anzahl an Samples auch die Anzahl der Ele-
mente des Vektors i, € RY—™,

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird folglich f,ps(yar, v, p) als Kostenfunktion
und V fups(@yar, @, p) in Implementierungen genutzt.

5.3. Prazisionsanpassung

Ein grundlegendes Problem bei der Verwendung der , exponential penalty func-
tion“ ist, dass das approximierte Problem deutlich schlechter konditioniert wird.
Durch die ,exponential penalty function” kann eine zu grof3e Skalierung der Wer-
te und der Zwischenergebnisse entstehen. Dies kann sowohl zu Uberldufen als
auch zu Rundungsfehlern fuhren. Letztendlich wird das Problem fur den jeweili-
gen Algorithmus aufwendiger zu I6sen, je genauer die Approximation erfolgt [10].
Polak et al. nutzen in [12] in jeder Iteration innerhalb der behandelten Optimie-
rungsalgorithmen deshalb eine spezielle Subroutine zur Anpassung des Prazi-
sionsparameters p in (42). Aus den numerischen Untersuchungen in [12] geht
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5.3. Prazisionsanpassung

hervor, dass diese Vorgehensweise eine bessere Robustheit und meist schnel-
lere Konvergenz der Optimierungsalgorithmen ermaéglicht als die Nutzung eines
konstanten, bzw. eines sich linear vergrofSernden Prazisionsparameters.

Dabei wird der Prazisionsparameter klein gehalten, solange die Suche noch weit
von einem Optimum entfernt ist und erst in der Nahe eines stationaren Punktes
vergroBert. Polaks et al. Prazissionsanpassung wird in Algorithmus 1 durch Pseu-

Algorithmus 1: Prazisionsanpassung in [12]

Ergebnis: Berechnung des Prazisionsparamters p;; fur die nachste Iteration

Parameter: y, p, i, k

Unterfunktionen: ¢,(p), e,(p), 7(p) : Ry — R, wobei gilt: €,(p) > e(p) > 7(p)
farp >0

wenn ||V fopr (23, pi)| | > 7(p;) dann

Piv1 = Pi.

1=1+1;

sonst

finde p* sodass gilt: €u(pi) < ||V fappr (24, PP < €n(pi);

wenn p* < pund y == 1 dann

// Anfangsstadium

Pit1 = maz(p*, p; +1);

1=14+1;

k=k+1;

sonst

wenn y == 1 dann

// Zwischenstadium

y = max(2, (p+2)/(k + 1));

pit1 =y(k + 2);

1=1+1;
k=k+1,;
sonst

// Endstadium
piv1 = y(k +2);

t=1+1;
k=k+1,;
Ende
Ende

Ende

docode beschrieben. Sie weist dem Prazisionsparameter p;, fur die nachste Ite-
ration nur dann einen zu p; unterschiedlichen Wert zu, wenn f,,,.(x;, p;) bereits
nahe an einem Minimum liegt und damit das Quadrat der euklidische Norm des
Gradienten ||V fopr (z:, pi)||* Kleiner als 7(p;) ist.

Der Prazisionsparameter p* wird dabei durch ein beliebiges Verfahren derart ge-
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5. Wahl der Kostenfunktion

wahlt, dass das Quadrat der euklidische Norm des Gradienten in dem Bereich
€a(Di) <V fappr (i 09)||? < & (p;) liegt. Abhdngig von der GroRe von p* wird p;.q
im nachsten Schritt festgelegt:

Je naher x; an einem Minimum liegt und je kleiner damit ||V fu,,- (@i, p;)||* ist, desto
grofBer wird p* gewahlt. Im Anfangsstadium des Optimierungsalgorithmus, wenn
x; noch relativ weit von einem Minimum entfernt ist, gilt p* < p.

Polak et al. [12] empfehlen p = In(N)/t zu setzen, wobei N der Anzahl an Funk-
tionen fi(z) entspricht und ¢ die geforderte Toleranz zu der Minimax Lésung dar-
stellt. ¢ wird in der Implemtierung auf Empfehlung von Polak et al. auf ¢t = 100/p?
gesetzt. p;, .1 wird dabei entweder auf p oder auf p; +1 gesetzt und damit in jedem
Fall vergroBert.

Fur den Fall, dass p* zum ersten Mal grofer ist als p, wird p;,.; unabhangig von p*
festgelegt und in allen folgenden Iterationen nur noch um ein Vielfaches von y
erhéht. Dadurch gilt stets p;.1 > p; und damit fo,, (25, piv1) — fappr (23, pi) < 0. So
wird sichergestellt, dass sich der Wert an der Stelle x; nicht durch die Wahl von
pi+1 verschlechtert.

Anpassung wegen FPU Uberlaufen

Durch die Verwendung der Exponentialfunktion zur Berechnung der ,,exponential
penalty function” muss die FlieBkommaeinheit des Prozessors in Zwischenschrit-
ten mit sehr groBen Zahlen rechnen. Die grofSte Zahl entsteht bei der Aufsum-
mierung der exponenzierten Betrage der einzelnen Samplewerte zur Berechnung
des Gradienten in (57):

S exp(pfi(a))) (60)

Je grolBer der Prazisionsparameter p wahrend der Subroutine gewahlt wird, desto
wahrscheinlicher treten trotz der 64-Bit FlieRkommaeinheit Uberldufe auf. Der
grofite in einer IEEE 754 64 Bit FlieBkommazahl speicherbare Wert betragt ca.
1.8 x 103 [4].

Um einen solchen Uberlauf zu erkennen und in den relevanten Rechenoperatio-
nen zu vermeiden, wurde die Routine 1 entsprechend erweitert: Schon wahrend
der Wahl von p* durch einen Bisectionsalgorithmus wird darauf geachtet, dass
durch eine mégliche Wahl von p;,; zu p* kein Uberlauf entsteht.

AuBBerdem wird auch nach dem Ausfuhren der Routine 1 auf einen mdglichen
Uberlauf durch p;,; geprift und, falls vorhanden, alle durch die Routine berech-
neten Werte auf ihren vorherigen Zustand zuruckgesetzt (p;11 = p;).
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In diesem Kapitel wird zunachst eine kurze Begrundung zur Auswahl der Algorith-
men dargelegt. AnschlieBend werden die einzelnen Algorithmen vorgestellt.

Obwohl das Verfahren des steilsten Abstiegs nicht als das schnellste der Gradi-
entenverfahren bekannt ist, wurde es fur diese Arbeit aufgrund seiner simplen
Struktur und der damit einhergehenden leichten Implementierbarkeit als person-
licher Einstieg in die Thematik verwendet. Beschrieben wird es in Abschnitt 6.1.
Da bekannt ist, dass es nicht sonderlich performant ist, dient es im weiteren Ver-
lauf der Arbeit vor allem als guter Vergleich zu den beiden anderen Algorithmen.
Liu et al. wenden in [6] erfolgreich ein konjugiertes Gradientenverfahren auf Mi-
nimax Probleme an, welches sich im Wesentlichen gegenlber dem Verfahren
des steilsten Abstiegs nur in der Wahl der Suchrichtung und der Art des Linien-
suchverfahrens unterscheidet. Aufgrund dieser Ahnlichkeit und der schnelleren
Konvergenz gegenuber dem Verfahren des steilsten Abstiegs wird es in Abschnitt
6.2 behandelt und eine Implementierung aus [14] angepasst auf das Problem an-
gewandt.

In [12], [15] und [10] werden Newton- bzw. Quasi Newton Verfahren zum Lo6-
sen von Minimax Problemen eingesetzt. Die Matlab Funktion ,fminimax“, mit
welcher das Problem in 3.3 geldst wird, verwendet Sequentielle Quadratische
Programmierung (SQP). SQP verhalt sich fur den Fall, dass keine Nebenbedin-
gungen vorhanden sind, wie ein Newton Verfahren. Da Newton Verfahren jedoch
mehr Rechenzeit kosten als Quasi-Newton Verfahren, wird in diesem Kapitel in
Abschnitt 6.3 auch eine Implementierung eines Quasi Newton Verfahrens, des
BFGS Verfahrens aus [14], verwendet.

6.1. Verfahren des steilsten Abstiegs

Bei dem Verfahren des steilsten Abstiegs handelt es sich um ein iteratives Gra-
dientenverfahren zur Minimierung einer Kostenfunktion f(Z). Es sucht in jeder
Iteration nach einem Minimum in der Richtung des steilsten Abstiegs an der mo-
mentanen Position.

Ausgehend von einem Punkt #;, wird bei dem Liniensuchverfahren in jeder ltera-
tion versucht, einen Punkt 7;,; zu finden, an welchem gilt:

(@) < f(75) (61)
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6. Auswahl der Optimierungsalgorithmen

Dafur wird zunachst eine Richtung cffestgelegt. Hierbei ist d stets die Richtung
des steilsten Abstiegs an der Stelle z;:

d=—Vf(#) (62)
Damit ist auch die hinreichende Abstiegsbedingung (39) erfullt:
=V f(Z)f(Z;) <0 (63)

Daraufhin wird in der Schrittweitenbestimmung versucht, ein Minimum in der
Richtung d zu finden. Es gilt also das eindimensionale Optimierungsproblem

-

Tﬁfliglf(fz + Bd) (64)

zu losen. Eine exakte Losung zu finden ist aufgrund des hohen Rechenaufwands
durch haufige Berechnung des Funktionswertes in diesem Fall nicht sinnvoll [9].
Stattdessen wird nach einem Punkt gesucht, welcher nach einer bestimmten Be-
dingung eine ausreichende Verringerung des Funktionswertes erzeugt.

Die in der Implementierung des Verfahrens des steilsten Abstiegs in dieser Ar-
beit verwendete Bedingung fur eine passende Schrittweite ist die sog. Armijo-
Goldstein Bedingung:

-

f(&@ + Bd) < f(@;) + Bem (65)

Hierbei qgilt:
m=Vf(#)'d (66)
ce(0,1) (67)

Sie stellt sicher, dass durch den Schritt s = Bcfeine ausreichend groRe Verringe-
rung des Funktionswertes stattfindet.

Daflr wird die Schrittweite 5 ausgehend von einer relativ groSen Schrittweite 5,
solange verkleinert, bis die Armijo-Goldstein Bedingung erfullt ist.

AnschlieBend wird die vorangegangene Prozedur ab dem gefundenen Punkt ;4
wiederholt, bis entweder die Lange des Schrittes s = ||Z;.; — ;|| unter der mini-
mal geforderten Lange s,,.;, liegt oder die Abbruchbedingung (40) erfullt ist.
Wird dieses Verfahren auf die Kostenfunktion f,u(yer, v, p) angewandt, muss
nach jeder Iteration zusatzlich noch der Prazisionsparameter p;., durch Algorith-
mus 1 aus 5.3 berechnet werden.
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Algorithmus 2: Backtracking Liniensuche aus [9]
Ergebnis: Bestimmung von 7,4
Parameter: d, 7;, 5, > 0, 7 € (0,1), c € (0,1)
B=po;
m=V[f(z)d;
wiederhole
| B=18
bis f(; + 8d) < f(Z;) + Bem;
zuriuck fﬂ_l = fl + ﬁj

Algorithmus 3: Gradientenverfahren mit Backtracking Liniensuche
Ergebnis: Minimierung von f,;s(tyar, @, p) aus 5.2.1
Parameter: s,,;,, > 0, @Wyr0, B0 >0, 7€ (0,1),c€(0,1),po >0, a>0

1=0;
pP=Do,
wiederhole

// Berechnung der Richtung d

d= _vfabs(ﬁvar.i; Oéap) ’

Berechnung des nachsten Punktes ;11 durch Algorithmus 2 mit
fi = ﬁvar.i ’

Berechnung des Prazisionsparamaters p durch Algorithmus 1 ;

// Berechnung der Schrittlange s

s = Huvar.iJrl — Uyaril| »
1=14+1;
bis s < s,

zuruck u,g,;
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6. Auswahl der Optimierungsalgorithmen

Bewertung des Algorithmus

Die in diesem Kapitel beschriebene Variante des Verfahrens des steilsten Ab-
stiegs ist verglichen mit den anderen vorgestellten Optimierungsalgorithmen re-
lativ leicht zu implementieren. Des Weiteren ist der Rechenaufwand in jeder Ite-
ration durch die Backtracking Liniensuche mit der Armijo-Goldstein Bedingung
Uberschaubar gegenuber der exakten Liniensuche, die z.B. in 6.2 Anwendung
findet. Wie Marcos et al. in [8] beschreiben, ist bei dem Verfahren in vielen Fallen
ein relativ schnelles Erreichen eines Bereichs nahe des Optimums zu beobach-
ten.

Eine genauere Betrachtung der Rechenzeiten und Konvergenzgeschwindigkeiten
der Algorithmen wird in 7 vorgenommen.

Das simple Verfahren kann im weiteren Verlauf der Arbeit gut als Vergleich zu
den anderen Algorithmen dienen.

Das Verfahren ist neben seiner simplen Struktur auch fur seine langsame Konver-
genz bekannt. Gerade in Talern einer Kostenfunktion entstehen durch die inexak-
te Liniensuche in Verbindung mit der Richtungswahl teils sehr geringe Fortschrit-
te. Wie in Abbildung 12 am Beispiel der Rosenbrock Funktion zu sehen ist, fuhrt
der Algorithmus in einem Tal sehr kleine Schritte durch, was sich im Endeffekt
durch eine langsame Konvergenz ausdruckt.

In Abbildung 13 sind die durch das Verfahren des steilsten Abstiegs berech-
neten Spannungsverlaufe fur den gleichen Sprung wie in 3.3 nach verschiede-
nen Optimierungsiterationen zu sehen. Zum Vergleich ist auch die durch , fmini-
max"berechnete Losung abgebildet. Anhand dieser Grafik ist deutlich erkennbar,
dass der Algorithmus, wie Marcos et al. in [8] beschreiben, schon innerhalb kurzer
Zeit, der ersten 50 Iterationen, relativ nahe an das durch ,,fminimax"berechnete
Optimum kommt und anschlieBend sehr langsam konvergiert.
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I Rosenbrocks Funktion

2500
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Abbildung 12: Verfahren des steilsten Abstiegs angewandt auf die Rosenbrock
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Abbildung 13: Optimierung eines Steuervektors durch das Verfahren des steils-
ten Abstiegs und fminimax
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6.2. Verfahren der konjugierten Gradienten

Ursprunglich wurde das Verfahren der konjugierten Gradienten 1952 von Heste-
nes und Stiefel in [3] zur Losung von linearen Gleichungssystemen der Form

A =1b (68)

vorgeschlagen. Bei A handelt es sich um eine positiv definite n x n Matrix. Da das
Losen dieses Gleichungssystems zu dem selben Ergebnis wie das Minimieren der
quadratischer Kostenfunktion

1
M@:§”ﬂf—?f (69)

fuhrt, liegt die Uberlegung, es auch zur Optimierung quadratischer Kostenfunk-
tionen zu verwenden, nahe. Zur Optimierung nichtlinearer Kostenfunktionen wur-
de die Methode 1964 erstmals von Fletcher et al. in [2] verwendet.

In seiner iterativen Vorgehensweise ahnelt es dem Verfahren des steilsten Ab-
stiegs und unterscheidet sich von dem in 6.1 beschriebenen Gradientenverfah-
ren im Wesentlichen nur in der Wahl der Suchrichtungen und der Genauigkeit der
Liniensuche.

Die zugrundeliegende Idee zur Minimierung von (69) ist die Wahl von n Suchrich-
tungen ci; € (1,n), welche zueinander A-konjugiert (A-orthogonal) sind. Fir zwei
A-konjugierte Vektoren cfl und d} gilt:

dT Ady =0 (70)

Die Minimierung von (69) entlang einer dieser Richtungen hat dadurch keinen
Einfluss auf die Minimierung entlang aller anderen A-konjugierten Richtungen.
So kann das Minimum Z,,;, und damit auch die L6sung von (68) innerhalb von n
Iterationen gefunden werden. Als konjugierte Suchrichtungen kénnten z.B. die
Eigenvektoren von A verwendet werden. Doch die Berechnung von Eigenvekto-
ren groBer Matrizen fordert einen erheblichen Rechenaufwand. Eine Alternative
dazu ist die Berechnung der Suchrichtung cf; aus dem Gradienten von (69) an der
aktuellen Position #;

Vo(T) = AT, — b (71)

und der jeweiligen letzten Suchrichtung cfi,l.

di = —V(T) + Bidi (72)
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6.2. Verfahren der konjugierten Gradienten

Bei 3; handelt es sich um einen Skalar, welcher sich aus den Gradienten an den
Punkten Z; und Z;,_; bildet:

Vo(Z:)" V(i)

T
= 73
Vo(Zi-1)"VP(Ti1) 73)

Bi

Formel (73) wurde urspunglich von Fletcher und Reeves in [2] vorgeschlagen.
Alle daraus berechneten Richtungen sind nicht nur zu der letzten Richtung, son-
dern auch zu allen anderen vorhergegangenen Richtungen A-konjugiert. Die in
dieser Arbeit eingesetzte Implementierung aus [14] verwendet anstelle von (73)
folgende von Polak und Ribiere in [11] entwickelte Formel:

(Vo(Z;) — Vo(Zi-1)) V(i)
Vo(Zi1)TVo(Ti1)

Bi = (74)
Diese erwies sich in numerischen Analysen als eine gute Alternative zu (73) und
stellte sich als die robustere und effizientere Variante bei der Verwendung von
nicht exakten Liniensuchverfahren heraus [9].

In der ersten Iteration wird statt (72) wie auch beim Verfahren des steilsten Ab-
stiegs das Minimum in Richtung des negativen Gradienten der nichtlinearen Kos-
tenfunktion f(Z) gesucht: dy = —V f (i)

Bei dem Verfahren der konjugierten Gradienten kdnnen durch Verwendung von
nichtexakten Liniensuchverfahren Fehlsituationen entstehen [8]. Diese auBern
sich unter anderem durch eine Ubermaliige Anzahl an Iterationen bei der Lini-
ensuche oder durch eine ineffiziente Wahl der Suchrichtung. Aus diesem Grund
wird hierbei zur Liniensuche kein Backtrack Algorithmus mit Armijo-Goldstein Be-
dingung, sondern ein exaktes Liniensuchverfahren eingesetzt. Die verwendete
Implementierung aus [14] nutzt dazu aus Grunden der Effizienz das Brent Ver-
fahren, welches eine Kombination aus Bisectionsverfahren, linearer Interpolation
und quadratischer Interpolation darstellt.

In allen folgenden Iterationen berechnet sich die Suchrichtung J; wie folgt:

-

d; = —V () + Bidi (75)

5 = (Vf(@) — V(Zi1)"Vf(T)

Vf(Zii) TV f(Ti1) (76)

Um das Verfahren auf die Kostenfunktion f,us(yar, v, p) aus 5.2.1 anzuwenden,
muss nach jeder Iteration zusatzlich noch der Prazisionsparameter p;,; durch
Algorithmus 1 aus 5.3 berechnet werden.
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6. Auswahl der Optimierungsalgorithmen

Bewertung des Algorithmus

In erster Linie Uberzeugt das konjugierte Gradientenverfahren durch seine schnel-
lere Konvergenz verglichen mit dem Verfahren des steilsten Abstiegs (vgl. Ab-
schnitt 7). In Abbildung 14 wird diese Eigenschaft deutlich.

Abbildung 15 zeigt das Verfahren der konjugierten Gradienten angewandt auf

I Rosenbrocks Funktion 2500
— Ilterationspunkte Konjugiertes Gradientenverfahren

m  Startposition

4 Endposition

2000

1500

1000

500

Abbildung 14: Verfahren der konjugierten Gradienten angewandt auf die Rosen-
brock Funktion

das selbe Problem wie in Abbildung 13. Wie auch schon beim Verfahren des steils-
ten Abstiegs ist eine anfanglich sehr schnelle Konvergenz in Richtung des durch
~fminimax"berechneten Optimums zu beobachten.

Vergleicht man Abbildungen 14 und 15 mit den entsprechenden Abbildungen 12
und 13 wird die schnellere Konvergenz des Verfahrens der konjugierten Gradien-
ten gegenuber dem Verfahren des steilsten Abstiegs deutlich.

Angewandt auf quadratische Kostenfunktionen ist das konjugierte Gradienten-
verfahren quadratisch konvergent: Mit jeder Iteration verdoppelt sich die Anzahl
der richtigen Dezimalstellen der momentanen Losung.

Da nach dem Taylor Theorem auch eine nichtlineare, nichtquadratische Kosten-
funktion nahe eines Minimums gut durch eine quadratische Naherung beschrie-
ben werden kann und damit gerade dort eine nahezu quadratische Konvergenz
vorliegt, ist das Verfahren fur den Anwendungsfall dieser Arbeit geeignet [8].
Daruber hinaus verzichtet das Verfahren auf aufwendige Matrizenoperationen
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Abbildung 15: Optimierung eines Steuervektors durch das Verfahren der konju-
gierten Gradienten und fminimax

und die Speicherung groBer Matrizen, wodurch es auch auf beschrankter Hard-
ware einsetzbar ist.

Dass der Fortschritt bei der Minimierung entlang der durch (72) und (74) berech-
neten Suchrichtungen von den vorhergegangenen Suchrichtungen unabhangig
ist, gilt nur fur Kostenfunktionen quadratischer Form. Nichtlineare Kostenfunktio-
nen kdnnen nahe ihres Minimums zwar gut durch konvexe, quadratische Funktio-
nen beschrieben werden, kdnnen sich weiter entfernt davon jedoch auch ganz-
lich nichtquadratisch verhalten. Dies kann zur Folge haben, dass sich die Suchen
entlang der berechneten Suchrichtungen gegenseitig beeinflussen und der mit
jeder lteration erzielte Fortschritt abnimmt.

Um dem entgegenzuwirken, empfiehlt sich ein Neustart des Algorithmus nach
einer gewissen Anzahl an Iterationen [13]. In der ursprunglichen Implementie-
rung aus [14] wird kein Neustart eingesetzt. Deshalb wird die Implementierung
um eine Neustartstrategie erganzt:

Dabei wird nach N Iterationen 5, = 0 gesetzt und damit als Suchrichtung der
steilste Abstieg am aktuellen Punkt gewahlt. Somit wird sichergestellt, dass die
in den darauf folgenden Iterationen verwendeten Suchrichtungen unabhangig
von den anfanglichen Suchrichtungen sind und die Konvergenzgeschwindigkeit
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wieder zunimmt.

6.3. Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Verfahren

Bei dem Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Algorithmus, kurz BFGS Algorithmus,
handelt es sich ebenfalls um ein iteratives Verfahren zur Lésung nichtlinearer
Optimierungsprobleme. Als Quasi Newton Verfahren ahnelt es in seiner Funkti-
onsweise dem Newton Verfahren, mit dem Unterschied, dass es keine Berech-
nungsvorschriften fir die Hessematrix V2f(Z;), der Ableitung zweiten Grades,
der Kostenfunktion bendétigt. Statt die Hessematrix in jeder Iteration genau zu
berechnen und mit ihrer Inversen die Suchrichtung zu bestimmen, nutzen Quasi
Newton Verfahren Gradienteninformationen zur sukzessiven Approximation die-
ser Inversen. Das Newton Verfahren ist allgemein fur seine schnelle Konvergenz,
gerade in der naheren Umgebung von Minima, bekannt [8].

Im Folgenden wird zunachst in Abschnitt 6.3 die grundsatzliche Funktionswei-
se des Newton Verfahrens zur nichtlinearen Optimierung erlautert. AnschlieBend
wird auf den Unterschied des BFGS Verfahrens zum Newton Verfahren, die Ap-
proximation der Hessematrix, eingegangen.

Allgemeine Funktionsweise Newton Verfahren

In seinem grundlegenden Aufbau unterscheidet sich auch das Newton Verfahren
nicht von der in Kapitel 4.5 beschriebenen algorithmischen Grundstruktur.
Mit jeder Iteration nimmt das Verfahren eine Approximation der Kostenfunktion
am aktuellen Punkt Z; vor und sucht mit einem Liniensuchverfahren deren Mini-
mum. Dies duBert sich in der Wahl der Suchrichtung cZ; am Punkt Z; durch:

d; = =V f (%) 7'V £ (i) (77)

Falls die Hessematrix V2f(Z;) positiv definit ist, ist sie invertierbar wodurch (77)
berechnet werden kann. AuBBerdem ist dadurch die Abstiegsbedingung

—Vf(Z)V2f(2) 'V f(Z) <0 (78)
erflllt.

Da die positive Definitheit der Hessematrix nicht an jedem Punkt gewahrleistet
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werden kann, muss in jeder lIteration darauf gepruft und bei Nichtvorhanden-
sein reagiert werden. Die sog. modifizierten Newton Verfahren gehen damit un-
terschiedlich um: Im einfachsten Fall wird die nicht positiv definite Hessematrix
durch eine Einheitsmatrix ersetzt, wodurch sich die Suchrichtung in (77) zur Rich-
tung des steilsten Abstiegs ergibt [8].

Approximation der Hessematrix

Sowohl das Prufen auf die positive Definitheit als auch die Berechnung der Hes-
sematrix erfordern einen erheblichen Rechenaufwand in jeder Iteration. Um die-
sen zu umgehen, verwenden Quasi Newton Verfahren verschiedene Methoden
zur iterativen Approximation der Inversen der Hessematrix V2 f(Z)~! durch eine
Reihe an Matrizen H;, welche die Bedingung

lim H; = V2f(#)~! (79)
erfullen.
In diesem Abschnitt wird die Approximation durch das BFGS Verfahren erortert:
Um garantieren zu kénnen, dass die Suchrichtung die notwendige Abstiegsbe-
dingung (39) auch weit entfernt von einem Minimum erflllt, missen die sym-
metrischen Matrizen H; positiv definit sein. Bei der 0-ten Iteration wird zunachst
durch die Wahl der Approximationsmatrix H, zur Einheitsmatrix I in Richtung des
steilsten Abstiegs nach einem Minimum gesucht.

—

Hy=1 (81)

In der verwendeten Implementierung aus [14] wird hierfur eine approximierende
Liniensuche verwendet.

Alle folgenden Approximationsmatrizen H; berechnen sich bei dem BFGS Verfah-
ren nach der Formel:

THay:\ 6:0F 6yl Hy + Hyy;6F
Hi-‘rl:Hi'f_(l'}_yl y) L O Sk

6Fy; ) ol 6l i
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Dabei gilt:

0 = Tip1 — T (83)
yi = V(&) — V() (84)

Damit |asst sich die Suchrichtung d: folgendermalien berechnen:

CZ;+1 = - i+1vf(fz'+1) (85)

Bewertung des Algorithmus

Das BFGS Verfahren bietet eine vergleichbar schnelle Konvergenz wie das New-
ton Verfahren, wobei es nur Informationen tGber die Kostenfunktion und deren
Gradienten bendtigt. Durch die Approximation der Hessematrix wird der erhoh-
te Rechenaufwand des Newton Verfahrens vermieden und es kann eine positive
Definitheit dieser approximierten Matrix gesichert und damit bei exakter Linien-
suche ein Abstieg von jedem Punkt auRer einem Minimum garantiert werden.
Um die Suchrichtung durch (85) berechnen zu kdénnen, ist das Zwischenspei-

N Rosenbrocks Funktion 2500
———— lterationspunkte Konjugiertes Gradientenverfahren
—&— Startposition

¢ Endposition
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Abbildung 16: BFGS Verfahren angewandt auf die Rosenbrock Funktion

chern der Approximationsmatrix H; der GroRe n x n notwendig, was gerade auf

44



6.3. Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Verfahren

beschrankten Systemen wie auf dem in dieser Arbeit verwendeten Microcontrol-
ler von Relevanz sein kann. Abbildung 16 veranschaulicht die Anwendung des
BFGS Verfahrens auf die Rosenbrock Funktion.

In Abbildung 17 kann man wie auch bei den vorangegangenen Algorithmen die
anfanglich sehr schnelle und danach langsamer werdende Konvergenz des BFGS
Verfahrens feststellen.
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Abbildung 17: Optimierung eines Steuervektors durch das BFGS Verfahren und
fminimax
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7. Vergleich der Algorithmen

Im Folgenden werden die im vorangegangenen Kapitel erladuterten Algorithmen
auf das vorliegende Minimax Problem angewandt und miteinander verglichen.

7.1. Versuchsaufbau und -durchfuhrung

Um die Algorithmen vergleichen zu kdnnen, werden Springe der Hohe 1° und
der verschiedenen Langen 10, 20, 30, 50, 100 und 200 Samples jeweils fur das
Modell 1 (m=3) und das Modell 2 (m=7) optimiert. Der Startpunkt, also die Least-
Squares Losung und deren Nullraum werden flr jeden Sprung im Voraus in Mat-
lab berechnet und fest im Code hinterlegt. Die maximalen Iterationen, die die
Algorithmen jeweils durchlaufen durfen, werden auf 50000 festgelegt. Die Algo-
rithmen verhalten sich abhangig von der Codeoptimierung durch den Compiler
unterschiedlich, weshalb die Versuche jeweils ohne (Compilerflag -O0) und mit
hoéchster Optimierungsstufe (Compilerflag -0O3) durchgeflhrt werden.

Zur Messung der Rechenzeiten wird der General-Purpose-Timer TIM2 mit einer
Messungenauigkeit < 1us eingesetzt.

7.2. Ergebnisse

Abbildungen 18, 19, 20 und 21 zeigen die bendtigten Rechenzeiten der Algorith-
men und die daraus resultierenden Maximalspannungen.

Die klUrzeste Rechenzeit flr den jeweiligen Sprung ist grun hinterlegt, blau die
niedrigste Maximalspannung. Felder, welche rot eingefarbt sind, kennzeichnen
fehlgeschlagene Optimierungsversuche.
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1774335

Abbildung 18: Test der Algorithmen fur verschiedene Sprunglangen (Modell 1,
Codeoptimierung -00)

Abbildung 19: Test der Algorithmen fur verschiedene Sprunglangen (Modell 1,
Codeoptimierung -03)
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8074343
16375133

Abbildung 20: Test der Algorithmen fur verschiedene Sprunglangen (Modell 2,
Codeoptimierung -00)

10176570

Abbildung 21: Test der Algorithmen fur verschiedene Sprunglangen (Modell 2,
Codeoptimierung -03)
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7.3. Auswertung und Folgerungen

Um eine klare Aussage daruUber treffen zu kbnnen welcher der Algorithmen fur
kommende Projekte zu empfehlen ist, gilt es, die Ergebnisse nach unterschiedli-
chen Kriterien auszuwerten.

7.3.1. Robustheit

Zunachst spielt die Robustheit eines Algorithmus vor allem im laufenden Betrieb
einer Anwendung eine groRe Rolle. Bei den rot eingefarbten Feldern stiel8 der je-
weilige Algorithmus bei der Optimierung auf bestimmte Probleme, mit welchen
er nicht umgehen konnte, und brach deshalb ab. Diese Probleme traten aus ver-
schiedenen Grunden auf:

Das Abbrechen der Algorithmen bei den Tests fur die Sprunglangen kleiner 200
ist auf eine schlechte Skalierung der zu optimierenden Variablen und der Kos-
tenfunktion zuruckzufuhren, wodurch zum einen Rundungsfehler bei zu kleiner
Skalierung und zum anderen Uberldufe der FlieBkommaeinheit bei zu groRer Ska-
lierung auftreten kénnen. Press et al. empfehlen in [14] in einem solchen Fall die
Variablen und die Kostenfunktion soweit mdéglich auf die GroRenordnung 10° zu
skalieren.

AuBerdem scheiterte der BFGS Algorithmus immer bei Springen der Lange 200.
Dies lag daran, dass der Arbeitsspeicher des Microcontrollers nicht ausreichte,
um die im BFGS Verfahren bendétigten Approximationsmatrizen der Hessema-
trix zwischenzuspeichern. Abhilfe schaffen kann hierbei eine Erweiterung des
Arbeitspeichers sowie die Verwendung einer angepassten Variante des BFGS Ver-
fahrens, des Limited Memory BFGS Verfahrens. Im Hinblick auf die Robustheit ist
die verwendete Implementierung des BFGS Verfahrens ohne weitere Modifika-
tionen fur die vorliegende Anwendung aus den beschriebenen Grunden nicht zu
empfehlen.

7.3.2. Laufzeit

Vergleicht man die ermittelten Laufzeiten der Algorithmen, wird deutlich, dass
das Verfahren des steilsten Abstiegs bis auf eine Ausnahme stets am langsams-
ten war. In den Fallen, in denen weder das Verfahren der konjugierten Gradienten
noch das BFGS Verfahren zu einem Abbruch kamen, ist erkennbar, dass die Re-
chenzeiten des BFGS Verfahrens die der beiden anderen Verfahren in 11 von 14
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Fallen deutlich unterschritten. Des Weiteren kann man erkennen, dass keiner der
verwendeten Algorithmen flr eine in Echtzeit durchzufiUhrende Optimierung des
Steuersignals auf dem verwendeten Microcontroller geeignet ist. HierfUr musste
der Sprung in weniger Zeit erstellt und optimiert werden als er in der Ausfuhrung
dauert. Dieses Kriterium wird von keinem der Testergebnisse erfullt, denn schon
allein die Optimierung durch die Algorithmen dauerte teilweise um ein Vielfaches
langer als der Sprung an sich. Eine echtzeitfahige, standige Aktualisierung von
Filterkoeffizienten, wie in der Einleitung kurz angemerkt, ist mit den verwendeten
Verfahren in Kombination mit dem STM32H755Z1 deshalb nicht mdglich.

7.3.3. Endergebnis

Das jeweils beste Ergebnis erreichte fast immer das Verfahren des steilsten Ab-
stiegs. Bemerkenswert ist, dass die beiden anderen Algorithmen haufig bei einem
sehr ahnlichen Wert ihre Suche nach einem Minimum abbrechen, wahrend das
Verfahren des steilsten Abstiegs zu einem besseren Minimum konvergiert. Diese
Tatsache duBerte sich bereits in vorangegangenen Versuchen mit den Algorith-
men. Vergleicht man die Abbildungen 13, 15 und 17 aus Kapitel 6, erkennt man,
dass die Maximalwerte der Ergebnisse von ,fminimax“ und des Verfahrens des
steilsten Abstiegs nahezu identisch sind, wohingegen sowohl das BFGS Verfahren
als auch das Verfahren der konjugierten Gradienten an einem héheren Minimum
ihre Suche abbrechen.

7.3.4. Empfehlungen und Verbesserungsvorschlage

Aus den gesammelten Ergebnissen kann man keine eindeutige Empfehlung ab-
geben, welcher der Algorithmen fur weiterfUhrende Arbeiten zur Optimierung
von Steuervektoren am besten geeignet ist.

Das Verfahren des steilsten Abstiegs stellte sich zwar aller Erwartung nach als das
langsamste aller in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren heraus, lieferte jedoch
in fast allen Fallen das beste Ergebnis. Des Weiteren erwies es sich als aullerst
robust. Spielt im Anwendungsfall die Rechenzeit keine Rolle und liegt das Haupt-
augenmerk auf dem bestmaéglichen Ergebnis, ist dieser Algorithmus den anderen
beiden vorzuziehen.

Liegt der Fokus der Anwendung jedoch auf einer mdglichst schnellen Konvergenz
zu einem Minimum, sollte man die Verwendung eines der anderen beiden Algo-
rithmen in Betracht ziehen.
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Das Verfahren der konjugierten Gradienten konnte im Test mehr der zu optimie-
renden Probleme |6sen als das BFGS Verfahren, wobei das letztere meist, manch-
mal um ein Vielfaches, schneller war. Da fur den laufenden Betrieb einer Anwen-
dung ein robuster, langsamerer Algorithmus natdrlich einem instabilen vorzuzie-
hen ist, sollte das Verfahren der konjugierten Gradienten gewahlt werden, nicht
zuletzt da es gerade bei langeren Sprungen weit weniger Arbeitsspeicher ver-
braucht als das BFGS Verfahren.

Falls eine Weiterentwicklung der vorgestellten Algorithmen in Frage kommt und
der Arbeitsspeicher nicht derart eingeschrankt ist wie auf dem verwendeten Ent-
wicklungsboard, wirde es sich aufgrund der besseren Rechenzeiten empfehlen,
das Hauptaugenmerk auf das BFGS Verfahren zu legen. Um die Abbriche auf-
grund der schlechten Skalierung der zu optimierenden Variablen und der Kos-
tenfunktion zu vermeiden bzw. abzufangen, ware es sinnvoll eine Routine zur
Neuskalierung des Problems zu entwerfen oder einen anderen Algorithmus ab
dem letzten Punkt vor dem Abbruch einzusetzen.

Das Limited Memory BFGS Verfahren wurde in dieser Arbeit nicht behandelt,
weshalb keine Aussage Uber dessen Konvergenzgeschwindigkeit, Robustheit und
Uber die Qualitat der Endergebnisse bei dem vorliegenden Optimierungsproblem
getroffen werden kann. Grundsatzlich wirde sich eine Verwendung dieses Ver-
fahrens jedoch ebenfalls anbieten, um gerade auf eingebetteten Systemen mit
wenig Arbeitsspeicher die hohe Konvergenzgeschwindigkeit von Quasi Newton
Verfahren auszunutzen.
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8. Fazit

Das Ziel dieser Arbeit eine lizenzunabhangige Erstellung von Minimax Springen
auf einem Microcontroller zu ermdglichen und dabei die dafur benoétigte Rechen-
zeit zu ermitteln wurde erreicht.

Hierzu wurde zunachst eine Kostenfunktion formuliert und anschlieSend drei ver-
schiedene Algorithmen erldutert, angepasst und miteinander verglichen. Aus den
Testergebnissen ging hervor, dass mit der vorliegenden Implementierung auf
dem verwendeten Microcontroller keine echtzeitfahige Optimierung von Steu-
ervektoren moglich ist. Dies liegt einerseits an den zu langen Rechenzeiten der
Algorithmen, als auch an wiederholten Stabilitatsproblemen. So entstanden vor
allem bei dem BFGS Verfahren Abbriche durch schlechte Skalierung der Kosten-
funktion und derer Funktionswerte. Auch der eingeschrankte Arbeitsspeicher auf
dem Microcontroller stellte sich bei langeren Springen fur das BFGS Verfahren
als ein Problem heraus.

Uberraschender Weise konvergierte das simpelste der Verfahren, das Verfahren
des steilsten Abstiegs, in den meisten Testfallen zu einem besseren Optimum als
die anderen zwei Algorithmen.

Aus diesen gesammelten Erfahrungen wurden deshalb flr weitere Arbeiten Emp-
fehlungen abgegeben, welcher der Algorithmen wann eingesetzt werden sollte
und inwiefern noch Verbesserungsmaglichkeiten in der vorliegenden Implemen-
tierung bestehen.

Ob sich das BFGS Verfahren fur den Anwendungsfall stabilisieren lasst und ob es
dann im Hinblick auf die Rechendauer tendenziell immer noch schneller ist als
das Verfahren der konjugierten Gradienten, muss noch geklart werden.
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A.1l. Modell 1

Kiesbauer erstellt in [5] das Modell dritter Ordnung eines Galvanometer-Spiegel
Systems der Firma Cambridge Technologies anhand dessen grundlegenden phy-
sikalischen Zusammenhangen. Das Modell setzt sich dabei aus drei Komponen-
ten zusammen:

e Einem RL-Kreis, der den Stromfluss durch die Spule modelliert
e Dem an der Galvanometerachse anliegenden Drehmoment
e Der durch Drehung der Achse induzierten Gegenspannung

Die Ubertragungsfunktion des Systems ergibt sich daraus zu

o(s) 1 o

H(s) = U(s)  s(LO)s2+ (RO + Lp)s + (Rp — ap)

(86)

mit den folgenden Werten:

e Spezifisches Drehmoment a =1, 31 - 10‘2%

Gegenspannungskoeffizient 5 = 229 - 1076¥s

Massentragheitskoeffizient © = 0,97 - 10~ "kgm?

e Induktivitdt L = 173 - 107 °H

Widerstand R = 1,072

Gleitreibungskoeffizient p = 6,63 - 10—5@

A.2. Modell 2

Dieses Modell siebter Ordung wurde aus einer mit Matlab durchgefihrten Syste-
midentifikation gewonnen. Die Ubertragungsfunktion der Eingangsspannung U
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zur Auslenkung ¢ lautet:

¢(s)
H = e
)= Ts)
102 —0.1097s5 — 0.28065° + 0.3239s* + 2.223s3 + 2.663s2 + 0.45565 + 0.5126
sT+ 1.428s% + 1.632s° 4 0.882s* + 0.6089s3 + 0.02643s% 4 0.0002565 + 6.882¢ — 08

(87)
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B. Implementierung

Die Implementierung der Algorithmen in C ist auf der beiliegenden CD im Ordner
~Implementierung” als VS Code Projekt zu finden.

Der C Sourcecode befindet sich innerhalb des Unterordners ,Code”. Zum Kom-
pilieren und Ausfihren muss lediglich GCC vorhanden sein und gegebenenfalls
Ltask.json“ und ,launch.json“ angepasst werden.

Da der Fokus dieser Arbeit auf den Laufzeiten der Optimierungsalgorithmen liegt
und nicht auf der effizienten Erstellung der Kostenfunktion wird die zur Berech-
nung der Kostenfunktion benotigte Nullmatrix und die Least Squares Losung in-
nerhalb des Matlab Skripts ,u0_Z.m" erzeugt. Dies lielSe sich im Anwendungsfall
natdrlich auch in C umsetzen. Das Skript befindet sich im Unterordner ,Matlab“.
Es berechnet nach Festlegen der Sprunglange und des Modells die genannten
Parameter und aktualisiert anschschlieBend die Dateien ,matrix_declarations.h”
und ,matrix_declarations.c”. Diese Dateien beinhalten auch die globalen Varia-
blen flr die Berechnung der ,,exponential penalty function®”.

Fur den Anwendungsfall ist diese Art der Implementierung aufgrund der globa-
len Variablen jedoch nicht unbedingt zu empfehlen und muisste gegebenenfalls
angepasst werden.

Die Kostenfunktion und deren Gradient werden durch die Funktionen ,fAppr()*“
und ,fGradAppr()“ in ,minimax_util.c* kalkuliert.

Das Verfahren des steilsten Abstiegs ist in ,minimaxGD.h“ und ,,minimaxGD.c"
implementiert. Sowohl das Verfahren der konjugierten Gradienten, umgesetzt in
,minimaxCG.h"” und ,minimaxCG.c", als auch das BFGS Verfahren, umgesetzt in
»minimaxVm.h“ und ,minimaxVM.c", stammen aus [14], weshalb sie die Routi-
nen aus ,nrutil.h” und ,nrutil.c bendtigen.

Uber ,nrutil.h” rufen die Algorithmen auch weitere Routinen, wie ,linmin()"“ zur
Liniensuche, auf, welche sich ebenfalls im Ordner Code befinden.
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